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AbstractAbstractAbstractAbstract    

Preference aggregation is the goal of a planner who wants to integrate preference profile into a complete ordering. The 

classical impossibility or dictatorial results proved by social choice theorists, which were not computational, have been 

motivated many researchers of economics, political science, sociology, mathematics, and computer science. This paper 

presents a PROLOG implementation of the computational modeling of preference aggregation, including resolution principle 

based proofs for the Gibbard-Satterthwaite theorem, the oligarchy theorem, and the restricted domain of nondictatorial and 

strategy-proof social choice rules (i.e., the NDSP rules) mainly for three alternatives and two agents.  
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1. はじめにはじめにはじめにはじめに  

選好集計は合理的選択に立脚し，エージェント個々の

考える順序を，グループ全体としての順序に矛盾なく集

計する問題である[Arrow 63, Sen 82; Moulin 88; Gaertner 

01; 佐伯 80]．またこれに深く関る戦略的操作，すなわ

ち虚偽報告を防ぐ目的では，戦略的ゲームとの境界にお

いてオークションや投票などのメカニズムデザインへの

応用を有する． 

選好集計はエージェントシステムにおける意思決定

と社会的行為のモデリング[Parsons 02]の一つの基礎と

なる．いうなれば社会的論理プログラミングの前駆とし

ての選好集計および戦略的操作にかんする古典的成果は，

K.J. Arrowらによって示された一連の不可能性定理（あ

るいは可能性定理）であった[Arrow 63, Sen 82, Gibbard 73, 

Satterthwaite 75]．まず代替案の集合上のエージェントの

好みや評価を，完備的，反射的，推移的な 2項関係（つ

まり選好順序）として表し，またいくつかのもっともら

しい論理的条件（公理）を仮定して，その上で社会的な

順序への集計が不可能であること，あるいは必然的に独

裁的ないし戦略的操作可能になることが証明された．一

方，その緩和，とくに領域制限によって不可能性は覆さ

れる[Arrow 63; Kalai 77; Sen 82; Gaertner 01]． 

選好集計の不可能性定理の論理的条件は，第 3節で述

べるように，3 代替案 2 人のケースに集約されることが

知られている．しかし，社会的選択理論家による証明は

計算的ではなく，本論文で示されるような不可能性定理

のコンピュータプログラムによる証明はあまり知られて

いない．武隈(2000)はMATHEMETICAを用いてアローの

定理を証明した．また将来のコンピュータの用途として，

「数値では表現されない抽象概念」，とくに経済学におけ

る「抽象概念の思考」に対する適用を示唆している．

PROLOG[Starling 94; Clocksin 03]は述語論理に基づく宣

言的プログラミングと導出原理（と単一化）による定理

自動証明を活用したプログラミング言語である．上記の

抽象概念の思考のモデリングに適すると思われる．また

筆者の知る限り，往年の投票背理，近年のエージェント

シミュレーションを含め，非独裁的あるいは戦略的操作

不可能な領域とそのルールの設計は，これまで具体的か

つ体系的に計算されていなかった． 

本論文の以降の部分では，第 2 節で選好集計を

PROLOG によりモデリングし，第 3 節で Gibbard‐

Satterthwaite の定理および Arrow の定理の変種を計算的

に再現する．第 4節では不可能性を覆す許容的領域と非

独裁的かつ戦略的操作不可能である集計ルール（NDSP

ルール）および線形順序の最長価値制限領域を実験的に

生成する．第 5節で他の関連研究に触れ，まとめとする． 
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2. エージェントエージェントエージェントエージェントのののの選好選好選好選好とそのとそのとそのとその集計集計集計集計  

選好集計はよく定式化された社会的相互作用の論理

モデリングである．数値的な評価（効用）は扱わないが，

効用からつねに選好順序を導くことができるという意味

でより一般的である． 

2.1. 代替案代替案代替案代替案，，，，選好選好選好選好，，，，プロフィールプロフィールプロフィールプロフィール 

社会的選択の基本要素は以下のようである．有限な代

替案の集合 A={a, b, …}，エージェント（個人）の集合

N＝｛1, 2, …, n｝とする．選好関係は以下のような性質

を満たす代替案のぺア比較，あるいはランキングである． 

Rⅰ⊆A×A，ⅰ∈N． 

弱順序の場合は，完備的，反射的，かつ推移的である．

（∀a，b∈A）aＲⅰb ∨ bＲⅰa（完備性） 

（∀a∈A）aＲⅰa（反射性） 

（∀a，b∈A）aＲⅰb ＆ bＲⅰc⇒aＲⅰc（推移性） 

無差別（aＩb）は，aＲⅰb ＆ bＲⅰaの場合である．全

員の選好関係の組ＲN＝(Ｒ1, …, Ｒn)をプロフィールと

呼ぶ．なお社会全体としての選好は添え字をとって示す． 

R⊆A×A． 

線形順序（強順序）の場合，非対称性を追加する． 

（∀a，b∈A）aＲⅰb ＆ bＲⅰa⇒a＝ｂ （非対称性） 

 

 

その他，準順序は Pの部分のみ推移性を，また擬順序

は Pの部分のみ非循環性を要請する．以上の選好関係を

表 1にまとめる．PROLOGを用いれば各種の選好関係を

自在に生成できるが，とくに線形順序は，図 1のように

リストによって表し，またそれぞれシンボル r(K), K=1, 

…, 6によって名前付けしておくと便利であろう．今,個人

や社会の選好はこれらの 6つの順序のうちのいずれかを

とるものと仮定する．そうすると，図 1は，A={a, b, c}，

N={1, 2}の場合の非制限的領域(unrestricted domain)とし

て解釈でき，これをΣと書く．またこれらのいくつかを

削除した場合，つまりΩ⊆Σを（共通の）許容的領域

(admissible domain)と呼ぶ．より正確には，すべての可能

な個人選好，プロフィール，社会的選好の集合をそれぞ

れ Ri，RN，R と書くと，制限的領域は Ri＝R＝Ω，RN＝

∏ Ωであり，非制限的領域はΩ＝∑である． 

 

表 1 選好関係のバリエーション 

選好関係 完備性 反射性 非循環性 推移性 反対称性 

選好関係 Rのみ ○ ― ― ― 

擬順序 Rのみ ○ Pのみ ― ― 

準順序 Rのみ ○ Pのみ Pのみ ― 

弱順序 ○ ○ ○ ○ Pのみ 

線形順序 ○ ○ ○ ○ ○ 

 

2.2. 選好集計選好集計選好集計選好集計 

Arrow流の社会厚生関数（social welfare function; SWF）

は，社会的選好の推移性を要請する．すなわち任意のプ

ロフィールＲN＝(Ｒ1, …, Ｒn)∈R
Nに対し，SWF は一つ

の選好順序ｆ（ＲN）∈Rを割り当てる． 

SWF ｆ：RN →R． 

また社会選択ルール（social choice rule; SCR）は任意の

プロフィールに対し，一つ以上の代替案を割り当てる． 

SCR ｇ：RN→２
A－｛φ｝． 

社会選択関数（SCF）は SCRの一価の場合である．社

会的決定関数（social decision function; SDF）は SWFの推

移性の代わりに非循環性を要請し，その極大要素を抽出

する SCRである[Sen 82, p.166]． 

選好集計の代表的な方法として，単純多数決原理

（Condorcetルール）は各個人 iにｘＲi yやｙＲi ｘを表

明させ，票数によりｘＲｙまたはｙＲｘを定める（以降，

たんに多数決と言う）．多数決は推移性を満たすとは限ら

ず，また勝者が存在しない場合が生じる（第 4節参照）．

図 2にパレート条件（後述する条件 P）および戦略的操

作不可能性（同じく条件 S）をそれぞれ満たす SCFを生

成するコードを示す．SWFの場合は，値域を社会的順序

に替えた同様の再帰的コードになる． 

 

 

 

auto_scf( [],[], _).

auto_scf( [R-> X | H], [R|Q], pareto):-
   auto_scf( H,Q,pareto),
   alternative(X),
   is_Pareto_efficient_at_profile( R->X).

auto_scf( [R-> X | H], [R|Q], sp):-
   auto_scf( H,Q,sp),
   alternative(X),
   \+ is_manipulable_at_profile( H, R->X,_,_),
   \+ (
     member(V, H),
     is_manipulable_at_profile( [R->X|H], V,R->X,_)
   ). 

図 2  選好集計ルール（SCF)．第 2 引数に定義域のプ

ロフィール集合を代入して用いる． 

possible_ranking( r(1), [a,b,c]).
possible_ranking( r(2), [a,c,b]).
possible_ranking( r(3), [b,a,c]).
possible_ranking( r(4), [b,c,a]).
possible_ranking( r(5), [c,a,b]).
possible_ranking( r(6), [c,b,a]).

prefer_x_to_y(A,B, R):-
   possible_ranking( R, O),
   append( _,[A|C],O),
   member(B,C).

図1　選好関係．3代替案の線形順序を6つのリストとして表した
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PROLOGを用いた選好集計ルールの生成 

 

 

2.3. 選好集計選好集計選好集計選好集計のののの制約制約制約制約条件条件条件条件  

選好集計に課される制約条件をいくつか挙げる． 

(条件 U）非制限的領域．Ω＝Σ．定義域が制限されない． 

(条件 C) 市民主権性．値域が制限されない． 

(条件 P) 弱パレート原理．全員が強く一致した選好であ

るならば，社会も同じように選ぶ． 

(条件 D) 独裁性．社会の決定がつねにある一人の好むも

の一致する．  

(条件 I) 無関係な代替案からの独立性(IIA)．SWFにおけ

る社会の選好は当該の代替案についての個人選好だけに

よって決定される． 

(条件 S) SCFの操作不可能性．誰も選好を偽ることによ

って己れの有利に導くことはできない． 

(条件 M）SCF の単調性．あるプロフィールで選ばれた

案は，誰かにとって順位を下げない限り，別のプロフィ

ールでも選ばれる．  

なおMは Pを含意し，Sと同等である[Muller 77]． 

３つの条件，Cと Pと Sについて，それぞれのコード

を図 3に示した．また図 4は Uと Pおよび Cを満たす

SCFを生成し，Sへの違反を検査する実験を示している． 

 

3. 不可能性定理不可能性定理不可能性定理不可能性定理のののの自動証明自動証明自動証明自動証明  

不可能性定理の論理的条件は 3代替案 2人のケースに

集約される．しかしこの最も基本的な 36通りのプロフィ

ールに対して，SWFの候補は 636＝約 1028通り，SCFで

は 336通りある．素朴な生成検査法では，1億分の 1秒で

１つの SWFを処理するとして，Arrowの不可能性定理の

証明に32.7兆年かかることになる．この計算量の問題は，

図 2や図 3に示す SCFや SWFの生成実験において制約

条件（Iや S）を再帰的に累積することよって解決される． 

また本論文では基本的に線形順序を仮定するが，弱順

序としても以下の諸定理は基本的に変わらない．また一

部の実験では，準順序を用いる． 

3.1. 非制限的領域非制限的領域非制限的領域非制限的領域におけるにおけるにおけるにおける不可能性定理不可能性定理不可能性定理不可能性定理 

SWFや S条件 Iや条件 Sは，これらはそれ自体で値を

決定しないが，SCF / SWFに対する制約としてはたいへ

ん強力であり，独裁性を論理的に帰結する． 

命題 A．[Arrow 63] ３つ以上の代替案があるとき，任意

の SWFについて，U＆P＆I⇒D． 

命題 G．[Gibbard 73, Satterthwaite 75] ３つ以上の代替案

があるとき，任意の SCFについて，U＆C＆S⇒D． 

次節で述べるように両定理は論理的に同値であり，ま

た PROLOGによる実験を通じて，これを確認できる． 

図 5の左側は命題Gの自動証明の結果を示したもので

ある．例えば左の各表における行と列は，2 人の選好の

組を表す．それぞれ各表上側は列(2)の、また下側は行(1)

の最良選択肢から成り立っているのが分かる． 

なお命題 Aにおける条件 Pを条件 Cに緩和した場合，

反独裁者が新たに発生する． 

(条件 A) 反独裁性．社会の決定がつねにある一人の好ま

ない選択になっている． 

命題 W．[Wilson 72] ３つ以上の代替案があるとき，任

意の SWFについて，C＆U＆I⇒D∨A． 

命題Wは該当条件を外せば命題Aと同様に証明できる 

3.2. 値域値域値域値域のののの緩和緩和緩和緩和とととと寡頭性寡頭性寡頭性寡頭性 

SWFは推移性を要請するが，値域が準推移的順序であ

る SDF に緩和することによって可能性定理が得られる．

しかし限られた条件内で独裁性がグループ支配（寡頭性）

に変わるにすぎない[Sen 82, pp. 166-167; Moulin 88, p. 

292]．またその必要十分条件は後述する価値制限と循環

的依存性である[Salles 76; Gaertner 01, pp. 44--45]． 

(条件 O) 寡頭性．つねにある一つのグループについて，

各人が拒否権を有する．すなわち，その内 1人でも xを

ｙより強く好めば，社会はその反対の関係を選べない．

is_manipulable_at_profile( Scf,(R,R2)->X,(Q,R2)->Y,1):-  
   member( (Q,R2)->Y, Scf),
   prefer_x_to_y( Y, X, R).
is_manipulable_at_profile( Scf,(R1,R)->X,(R1,Q)->Y,2):-  
   member( (R1,Q)->Y, Scf),
   prefer_x_to_y( Y, X, R).

図3　市民主権，パレート原理，操作不可能性

citizens_sovereignty(Scf):-
   forall(
     alternative(A), 

     member( _->A, Scf)
   ).

is_Pareto_efficient_at_profile( (R1, R2)->Y):-  
   \+ (

     prefer_x_to_y( X, Y, R1), 
     prefer_x_to_y( X, Y, R2)
   ). 

図4　制約を満たすSCFを生成し，事後チェックする

?- create_auto_scf_with_check.
制約条件のリストを入力してください．
|: [pareto, cs].
領域を制限しますか．
|: n.
社会的選択関数を生成します．
|: y.

col=r(#) [1, 2, 3, 4, 5, 6]

---------------------------

row=r(1) [a, a, a, a, a, a]

row=r(2) [a, a, a, a, a, a]

row=r(3) [a, a, b, b, a, b]

row=r(4) [a, a, b, b, b, b]

row=r(5) [a, a, a, b, c, c]

row=r(6) [a, a, b, b, c, c]

検証する条件のリストを入力してください．
|: [sp].

戦略的操作可能かどうか調べますか．
|: y.

エージェント:1はプロフィール: (r(3), r(5))において案:aから案:bに戦略的操作できます．

エージェント:2はプロフィール: (r(4), r(5))において案:bから案:aに戦略的操作できます．

エージェント:2はプロフィール: (r(4), r(5))において案:bから案:aに戦略的操作できます．

エージェント:2はプロフィール: (r(5), r(3))において案:aから案:bに戦略的操作できます．

エージェント:1はプロフィール: (r(5), r(4))において案:bから案:aに戦略的操作できます．

エージェント:1はプロフィール: (r(5), r(4))において案:bから案:aに戦略的操作できます．

Yes
?- 
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また，また全員一致で強く好めば社会もそうである．  

(条件 SD) 循環的依存性．任意の 3代替案 a, b, c∈Aにつ

いて, 線形順序をもつ個人がいないか，または(a, b), (b, c)

∈Piであって,かつ以下のいずれにも該当しないこと．  

[（∃j∈N）c Pj a, b Pj c ＆（
∃k∈N）c Rk a, a Rk b]∨ 

[（∃j’∈N）c Rj’a, b Rj’c ＆（
∃k’∈N）c Pk’a, a Pk’b]∨ 

[（∃j”∈N）c Pj”a , b Ij”c ＆（
∃k”∈N）cIk”a, a Pk”b]． 

ただし k と j’は 3 代替案のすべてに無差別でない

(concerned agents)とする． 

命題 S．[Sen 82；Salles 76]  任意の SDFが準推移的順

序を帰結する⇔V（後述）＆ＳＳＳＳD⇒（U＆P＆I⇒O）． 

図 5の右側は若干改良を加えたプログラムを用いて命

題 Sを実験した結果である．各人の各代替案ペアに対す

る指令性(decisivenes)についても同時に調べてある．上と

下はそれぞれ列（2）と行(1)の独裁である．また中はグ

ループ全体の寡頭であり，その社会的順序は，ちょうど

両者の選好パタンを加算したものになっている．  

一方，弱順序では独裁的ルールが多数存在するため，

残念ながら，図 5のような鮮やかな結果は得られない．

しかし次節で述べるように，不可能性の結果の必要十分

条件が知られており，それに基づき可能的結果を得る条

件 Uを緩和する方法を具体的に計算できる． 

 

4. 非独裁的制限領域非独裁的制限領域非独裁的制限領域非独裁的制限領域のののの設計設計設計設計  

不可能性を回避するため選好を制限する方法は，分解

可能性[Kalai 77]や価値制限[Inada 69; Sen 69]などと

して解明されている．しかしその具体的な計算例は示さ

れておらず計算的なメカニズム設計としては不十分であ

った．本節では PROLOGを用いて 3代替案の非独裁的

かつ戦略的操作不可能な SCF(NDSPルール)が存在する

許容的領域を具体的に計算し，また 2人の場合のルール

と 3人の多数決の場合を吟味する． 

4.1. 制限的領域制限的領域制限的領域制限的領域におけるにおけるにおけるにおける可能性定理可能性定理可能性定理可能性定理 

命題 Aにおける条件 Uは，3代替案の非制限的領域の

埋め込まれた制限的領域に緩められることや，2 代替案

の場合や単峰性領域については，多数決 SWF の可能性

定理は[Arrow 63]が示している．また多数決がうまくい

かなくても，分解可能性（条件 B）を満たせば，またそ

のときに限り非独裁的かつ操作不可能な意思決定ルール

を設計できる． 

命題 K．[Kalai 77]  許容的領域Ω⊆Σが以下の条件 B

を満たす⇔n≧2のとき，ある SWFが命題 Aの条件下で

￢Dを満たす⇔n≧2のとき，ある SCFが命題 Gの条件

下で￢Dを満たす． 

(条件 B）分解可能性．許容的領域Ω⊆Σにおいて，自明

なペア集合（すなわち対立する選好を持たない代替案ペ

アの集合）に，自明でない相異なる代替案ペアを一つ以

上追加して得られるある集合が作れて，しかしペア全体

にはならず，かつ以下の条件 CDIを満たすこと． 

(条件 CDI）代替案ペアの部分集合 R が指令性含意にお

いて閉じていること．すなわち， 

（∀ (x,y), (x,z) ∈非自明ペア集合） 

  [ｘPｙPｚ＆ｙQｚQｘ，P，Q∈Ω 

⇒（(x,y) ∈R⇒(x,z)∈R）＆（(y,x) ∈R⇒(z,x)∈R）]  

& [ ｘPｙPｚ，P∈Ω 

⇒（(x,y) ∈R＆(y,z)∈R⇒(x,z)∈R）） 

? -  a u t o _ s c f (  F , s p ) ,

c i t i z e n s _ s o v e r e i g n t y ( F ) ,

s h o w _ s c f ( F ) , f a i l .

c o l = r ( # )  [ 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ]

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

r o w = r ( 1 )  [ a ,  a ,  b ,  b ,  c ,  c ]

r o w = r ( 2 )  [ a ,  a ,  b ,  b ,  c ,  c ]

r o w = r ( 3 )  [ a ,  a ,  b ,  b ,  c ,  c ]

r o w = r ( 4 )  [ a ,  a ,  b ,  b ,  c ,  c ]

r o w = r ( 5 )  [ a ,  a ,  b ,  b ,  c ,  c ]

r o w = r ( 6 )  [ a ,  a ,  b ,  b ,  c ,  c ]

c o l = r ( # )  [ 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ]

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

r o w = r ( 1 )  [ a ,  a ,  a ,  a ,  a ,  a ]

r o w = r ( 2 )  [ a ,  a ,  a ,  a ,  a ,  a ]

r o w = r ( 3 )  [ b ,  b ,  b ,  b ,  b ,  b ]

r o w = r ( 4 )  [ b ,  b ,  b ,  b ,  b ,  b ]

r o w = r ( 5 )  [ c ,  c ,  c ,  c ,  c ,  c ]

r o w = r ( 6 )  [ c ,  c ,  c ,  c ,  c ,  c ]

N o

? -  

?- r_x(K,A,B,C,E),

nl,write([K]:A),fail.

[1]:[+, +, +]

[2]:[0, +, +]

[3]:[-, +, +]

[5]:[0, 0, +]

[6]:[-, 0, +]

[9]:[-, -, +]

[10]:[+, +, 0]

[11]:[0, +, 0]

[13]:[+, 0, 0]

[14]:[0, 0, 0]

[15]:[-, 0, 0]

[17]:[0, -, 0]

[18]:[-, -, 0]

[19]:[+, +, -]

[22]:[+, 0, -]

[23]:[0, 0, -]

[25]:[+, -, -]

[26]:[0, -, -]

[27]:[-, -, -]

No

?- 

?- show_swf_0_max([p,i],F),nl,member(P:G,F),

is_decisive_swf(P,F,J),write(d(P:J)),nl,fail.

[+, +, +]:1:[[x], [y], [y], [x], [z], [z]]

[-, +, +]:3:[[x], [y], [y], [x], [z], [z]]

[-, -, +]:9:[[x], [y], [y], [x], [z], [z]]

[+, +, -]:19:[[x], [y], [y], [x], [z], [z]]

[+, -, -]:25:[[x], [y], [y], [x], [z], [z]]

[-, -, -]:27:[[x], [y], [y], [x], [z], [z]]

d((x, y):2)

d((x, z):2)

d((y, z):2)

[+, +, +]:1:[[x], [x, y], [x, y], [x], [x, z], [x, y, z]]

[-, +, +]:3:[[x, y], [y], [y], [x, y], [x, y, z], [y, z]]

[-, -, +]:9:[[x, y], [y], [y], [x, y, z], [y, z], [y, z]]

[+, +, -]:19:[[x], [x, y], [x, y, z], [x], [x, z], [x, z]]

[+, -, -]:25:[[x, z], [x, y, z], [y, z], [x, z], [z], [z]]

[-, -, -]:27:[[x, y, z], [y, z], [y, z], [x, z], [z], [z]]

[+, +, +]:1:[[x], [x], [x], [x], [x], [x]]

[-, +, +]:3:[[y], [y], [y], [y], [y], [y]]

[-, -, +]:9:[[y], [y], [y], [y], [y], [y]]

[+, +, -]:19:[[x], [x], [x], [x], [x], [x]]

[+, -, -]:25:[[z], [z], [z], [z], [z], [z]]

[-, -, -]:27:[[z], [z], [z], [z], [z], [z]]

d((x, y):1)

d((x, z):1)

d((y, z):1)

No

?-

図5　不可能性定理の自動証明．Gibbard-Satterthwaite定理(左)．改良されたコードにおける選好モデル
（中）．値域を準推移的順序とした場合のArrowの定理のバージョン（右）．ただし右図はSDFを示している．
図1の線形順序の番号１～６はそれぞれ，中と右の2つの図では１，１９，３，９，２５，２７に対応する．また
＋や－の記号はそれぞれ(x,y)，(x,z)，(y,z)の選好関係を示す．
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&（(z,x) ∈R⇒ (y,x)∈R ∨ (z,y)∈R）]． 

 図 6 は，C＆S＆￢D を満たす SCF をもつ長さ 5 の領

域を生成し，また分解可能性を検証する実験結果を，条

件 CDIのコードの一部と共に示したものである．ちなみ

にこの実験では以下のようにゴール節を入力した． 

?- auto_restricted_domain(L),length(L,5), 

¥+ ¥+ (auto_scf( F,sp),citizens_sovereignty(F), 

is_non_dictatorial_scf(F),nl,show_scf(F)), 

(¥+ ¥+ is_cdi_pairs(_,_)->write(cdi);true),fail. 

なお長さの制限をはずせば命題 K の必要性についての

証明となる．また十分性についても同様に実験で確かめ

られる． 

分解可能性は人数によらない領域設計のツールであり，

理論上は任意のサイズの代替案の場合に使える．しかし

2人 3代替案のとき，3条件 C，S，￢Dを同時に満たす

選好集計ルール（領域と SCFの組合せ）は，290通りあ

ることが実験により確かめられる．これらの非独裁的か

つ戦略的操作不可能な SCF とその許容的領域のペアを，

NDSPルール(nondictatorial and strategy-proof rules)と呼ぶ

ことにする． 

4.2. 穏当性穏当性穏当性穏当性とととと埋埋埋埋めめめめ込込込込みみみみ極大性極大性極大性極大性 

 NDSPルールを絞り込むため以下の２条件，穏当性と

極大性を提案する． 

（穏当性）ｘPｙPｚ＆ｚQｘQｙ⇒ｘＳｚ 

（極大性）NDSP ルール f：Ω→Ａ，Ω⊆Σに対して，

それを一部として含む NDSPルールｇ：Θ→Ａ，Ω⊆Θ

⊆Σ，ｆ＝ｇ｜Ωが存在しない． 

 直観的に言うと，穏当性の解釈は，「皆がベストかそれ

に次ぐと同意できるのに，なぜ私にとって最悪の案を選

ぶのでしょう」といったクレイムがだれからもつかない

ことである．穏当性は条件 PPPPの緩和であるが，これが有

効なのは領域が制限されているためである． 

また穏当性の条件が適用されるプロフィールは，少な

くとも 2人のエージェントは自分自身が自由に決められ

る代替案ペアをもつべしとする最小自由主義の条件とパ

レート条件 PPPPの両立を不可能とする．これはいわゆる自

由主義背理と呼ばれる[Sen 82, chapter 3]．穏当性は，

したがってその一つの解決法を示している． 

2人 3代替案の場合，穏当かつ極大な選好集計ルール

は長さ 4の領域に 6つと，長さ 3の領域に 2つ，計 8つ

ある．後者の 2つはラテン方格（次節参照）であり，と

もに多数決に一致する．長さ 4の領域はいずれも第 2位

にならない代替案を持ち，したがって価値制限（次節参

照）を満たすが，その NDSPルールは多数決ではない．

なお長さ 5の領域は，図 5中の 6つを含む 24の NDSP

ルールすべてが穏当性に違反する．  

4.3. 価値制限価値制限価値制限価値制限 

多数決によって社会的選好を矛盾なく定めるための

必要十分条件は，1960 年代の終わりに[Inada 69]と[Sen 

69]によって解明された． 

(条件 T) 多数決による社会の選好ＲMが推移的である． 

(条件W) コンドルセ勝者．（∀y∈A）ｘＲMｙなる x∈A． 

(条件 V）価値制限．任意の３代替案について，ある代替

案がその中のある順位をとらない場合がある．すなわち，

col=r(#) [1, 2, 3, 4, 5]

---------------------------

row=r(1) [a, a, b, b, a]

row=r(2) [a, a, b, b, a]

row=r(3) [b, b, b, b, b]

row=r(4) [b, b, b, b, b]

row=r(5) [a, a, b, b, c]cdi

col=r(#) [1, 2, 3, 4, 6]

---------------------------

row=r(1) [a, a, a, a, a]

row=r(2) [a, a, a, a, a]

row=r(3) [a, a, b, b, b]

row=r(4) [a, a, b, b, b]

row=r(6) [a, a, b, b, c]cdi

col=r(#) [1, 2, 3, 5, 6]

---------------------------

row=r(1) [a, a, a, a, a]

row=r(2) [a, a, a, a, a]

row=r(3) [a, a, b, a, b]

row=r(5) [a, a, a, c, c]

row=r(6) [a, a, b, c, c]cdi

col=r(#) [1, 2, 4, 5, 6]

---------------------------

row=r(1) [a, a, a, a, a]

row=r(2) [a, a, a, a, a]

row=r(4) [a, a, b, c, c]

row=r(5) [a, a, c, c, c]

row=r(6) [a, a, c, c, c]cdi

col=r(#) [1, 3, 4, 5, 6]

---------------------------

row=r(1) [a, b, b, a, b]

row=r(3) [b, b, b, b, b]

row=r(4) [b, b, b, b, b]

row=r(5) [a, b, b, c, c]

row=r(6) [b, b, b, c, c]cdi

col=r(#) [2, 3, 4, 5, 6]

---------------------------

row=r(2) [a, b, b, c, c]

row=r(3) [b, b, b, b, b]

row=r(4) [b, b, b, b, b]

row=r(5) [c, b, b, c, c]

row=r(6) [c, b, b, c, c]cdi

図6　長さ5の許容的領域での非独裁かつ操作不可能なSCFを生成し，分解可能性を検証する．
左は分解可能性の判定に使う条件CDIのコードの一部

violates_DI(V,(X,Y,Z),L):-
   nontrivial_ordered_pair((X,Y)),
   nontrivial_ordered_pair((X,Z)),
   (violates_DI(I,(X,Y,Z),C,L)->V=(I,C);fail).

violates_DI(1, (X,Y,Z),[(R1,R2)],L):-
   possible_ranking(R1,[X,Y,Z]),
   possible_ranking(R2,[Y,Z,X]),
   violates_DI_1(_, (X,Y,Z),L).

violates_DI_1( a, (X,Y,Z),L):-
   member( (X,Y), L),
   \+ member( (X,Z), L).

violates_DI_1( b, (X,Y,Z),L):-
   member( (Z,X), L),
   \+ member( (Y,X), L).

is_cdi_pairs(D,Tb):-
   findall(B,distinct_ordered_pair(B),Tb),
   ntr_projection(D,Tb,_),
   \+ violates_DI(_,_,D),
   is_nontrivial_and_consistent_cdi(D,Tb).
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（∀x, y, z∈A） 

[（∀i∈N）aＲⅰb ∨ aＲⅰc]∨ 

[（∀i∈N）bＲⅰa ∨ cＲⅰa]∨  

[（∀i∈N）(aＲⅰb  &  aＲⅰc) ∨ (bＲⅰa  &  cＲⅰa)]． 

ただしこの条件はエージェント iが 3 代替案のすべて

に無差別である場合は適用除外される． 

命題 M．[Sen 69, Inada 69] 個人の選好が線形順序とする．

このとき，条件 V⇔条件W．また人数が奇数ならば，条

件 V⇔条件 T． 

すなわち奇数人数のとき，条件 Vに違反すると，社会

的選好が非推移的となるが，そうでない場合には，SWF

になる．また社会的選好が非推移的であってもコンドル

セ勝者を選べる場合があり，線形順序では条件 Vがその

必要十分条件である．なお Senの定義では 3代替案すべ

てが無差別でないエージェントの選好にかんしてのみ要

求されるが，線形順序のため省いた． 

図 7に条件 Vに対応する PROLOGコードの一例を示

す．3人の社会で条件 Bを満たす領域とその多数決NDSP

ルールを生成したところ，長さ 4と長さ 3の各領域でそ

れぞれ 6 つ，計 12 パタンが見つかった．図 8 に長さ 4

の結果を示す．表の各行は一人目の選好，各列は二人目

と 3 人目の選好の組に対応する．3 種類の価値制限のう

ち，3位抜け(not worst)すなわち単峰性領域と 2位抜け(not 

medium)が 3つずつ，計 6つあり，1位抜け(not best)すな

わち単谷性領域はない．Cをはずして実験しなおすと，

長さ 4で 9つ，長さ 3で 12，長さ 2で 3つ，計 24にな

る．長さ 4で増えた 3つは 1位抜けである．また，条件

Bを満たさない領域には多数決に一致する NDSPルール

はない．しかし，条件 Cを外すと，長さ 3の 6領域と長

さ 2の 9領域で見つかった． 

4.4. 価値制限価値制限価値制限価値制限をををを満満満満たすたすたすたす最長領域最長領域最長領域最長領域 

ところで条件 Vを満たす最長の線形順序集合（最大非

value_restriction( C):-

   member(C,[not_best, not_medium, not_worst]),

   forall(

     triple_of_alternatives((X,Y,Z)),

     (

      alternative(W),

      member(W,[X,Y,Z]),

      forall( 

        profile_of_rankings( RL),

        is_agreed_on( C, W,(X,Y,Z), RL)

      )

     )

   ).

is_agreed_on( C, W, (X,Y,Z), RL):-

   member((K,C),[

     (1, not_best),

     (2, not_medium),

     (3, not_worst)

   ]),

   member(W, [X,Y,Z]),

   \+ (

     member(R, RL),

     rank_in_list( K, W, [X,Y,Z], R)

   ).

図7　価値制限

scf: 

  #r2: 111111222222333333444444555555666666

  #r3: 123456123456123456123456123456123456

r1=r(1)a-a-aa------a-b-ab------a-a-cca-b-cc

r1=r(2)------------------------------------

r1=r(3)a-b-ab------b-b-bb------a-b-ccb-b-cc

r1=r(4)------------------------------------

r1=r(5)a-a-cc------a-b-cc------c-c-ccc-c-cc

r1=r(6)a-b-cc------b-b-cc------c-c-ccc-c-cc

domain:[r(1), r(3), r(5), r(6)];not_medium

scf: 

  #r2: 111111222222333333444444555555666666

  #r3: 123456123456123456123456123456123456

r1=r(1)------------------------------------

r1=r(2)-------aaaa--abba--abbc--aacc-------

r1=r(3)-------abba--bbbb--bbbb--abbc-------

r1=r(4)-------abbc--bbbb--bbbb--cbbc-------

r1=r(5)-------aacc--abbc--cbbc--cccc-------

r1=r(6)------------------------------------

domain:[r(2), r(3), r(4), r(5)];not_medium

scf: 

  #r2: 111111222222333333444444555555666666

  #r3: 123456123456123456123456123456123456

r1=r(1)------------------------------------

r1=r(2)-------a-aaa-------a-bcc-a-ccc-a-ccc

r1=r(3)------------------------------------

r1=r(4)-------a-bcc-------b-bbb-c-bcc-c-bcc

r1=r(5)-------a-ccc-------c-bcc-c-ccc-c-ccc

r1=r(6)-------a-ccc-------c-bcc-c-ccc-c-ccc

domain:[r(2), r(4), r(5), r(6)];not_worst

scf: 

  #r2: 111111222222333333444444555555666666

  #r3: 123456123456123456123456123456123456

r1=r(1)aaa-a-aaa-a-aab-a-------aaa-c-------

r1=r(2)aaa-a-aaa-a-aab-a-------aaa-c-------

r1=r(3)aab-a-aab-a-bbb-b-------aab-c-------

r1=r(4)------------------------------------

r1=r(5)aaa-c-aaa-c-aab-c-------ccc-c-------

r1=r(6)------------------------------------

domain:[r(1), r(2), r(3), r(5)];not_worst

scf: 

  #r2: 111111222222333333444444555555666666

  #r3: 123456123456123456123456123456123456

r1=r(1)aa-a-aaa-a-a------aa-b-b------aa-b-c

r1=r(2)aa-a-aaa-a-a------aa-b-c------aa-c-c

r1=r(3)------------------------------------

r1=r(4)aa-b-baa-b-c------bb-b-b------bc-b-c

r1=r(5)------------------------------------

r1=r(6)aa-b-caa-c-c------bc-b-c------cc-c-c

domain:[r(1), r(2), r(4), r(6)];not_medium

scf: 

  #r2: 111111222222333333444444555555666666

  #r3: 123456123456123456123456123456123456

r1=r(1)a-aa-a------a-bb-ba-bb-b------a-bb-c

r1=r(2)------------------------------------

r1=r(3)a-bb-b------b-bb-bb-bb-b------b-bb-c

r1=r(4)a-bb-b------b-bb-bb-bb-b------b-bb-c

r1=r(5)------------------------------------

r1=r(6)a-bb-c------b-bb-cb-bb-c------c-cc-c

domain:[r(1), r(3), r(4), r(6)];not_worst

図8　3人の社会で多数決SCFが存在する分解可能性を満たす長さ4の領域とその価値制限
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循環的集合）を求める問題は組合せ数学における難問の

一つとして知られる[Fishburn 04]．現在まで確実に知られ

ているのは 7 代替未満のケースである（表 2 参照）．

PROLOGを用いた実験により，6代替案以下の既知の最

長領域を確認できた．しかし再帰的な制約累積だけでは

6 代替案以上の最長領域生成は困難であった．Fishburn

の交代スキーマ(alternating schema)を組み込み，まず 6代

替案までは成功した．7 代替案ではその下界（表 2 最下

行参照）を用いて初期解として見つけ，順序を追加する

方法を用いた．図 9にその結果を示す． 

 

 

表 2 線形順序に対する価値制限領域の最大長 

代替案数（M） 最大長 

3 4 

4 9 

5 20 

6 45 

7 ≧100 

8以上 ≧3×2(M-2)-4 

 

 

5. まとめまとめまとめまとめ  

本論文では非常に小さい領域ではあるが，従来机上で

証明されていた社会的選択の基本的定理を，導出原理を

用いて自動証明することに成功した．また許容的領域と

その非独裁的かつ戦略的操作不可能な社会選択ルール

（NDSP ルール）を実験によって生成し，穏当性や極大

性の条件を吟味した．筆者の知る限り，この結果は，従

来，具体的に計算されていなかった．本論文で紹介した

実験はノート PC (Windows XP Professional SP2, Celeron 

1.40GHz, 1.24GB RAM) 上で，SWI-PROLOG 5.0.9を用い

たが，一部（4．４節）の実験を除き，数秒以内で処理さ

れる．素朴なシミュレーション実験では，2 人 3 代替案

の場合ですら，事実上，不可能であるが，図 2 に示す

PROLOGコードの再帰において，選好集約の局所的制約

(図 3)が累積されているからである． 

ところで従来，選好集計のシミュレーション研究は数

値的なものが中心だった．また投票背理の確率のように

1 [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] 26 [2, 4, 1, 6, 7, 3, 5] 51 [4, 6, 2, 1, 3, 5, 7] 76 [6, 4, 7, 2, 5, 1, 3]
2 [1, 2, 3, 4, 6, 5, 7] 27 [2, 4, 1, 6, 7, 5, 3] 52 [4, 6, 2, 1, 3, 7, 5] 77 [6, 4, 7, 2, 5, 3, 1]
3 [1, 2, 3, 4, 6, 7, 5] 28 [2, 4, 6, 1, 3, 5, 7] 53 [4, 6, 2, 1, 7, 3, 5] 78 [6, 4, 7, 5, 2, 1, 3]
4 [1, 2, 4, 3, 5, 6, 7] 29 [2, 4, 6, 1, 3, 7, 5] 54 [4, 6, 2, 1, 7, 5, 3] 79 [6, 4, 7, 5, 2, 3, 1]
5 [1, 2, 4, 3, 6, 5, 7] 30 [2, 4, 6, 1, 7, 3, 5] 55 [4, 6, 2, 7, 1, 3, 5] 80 [6, 4, 7, 5, 3, 2, 1]
6 [1, 2, 4, 3, 6, 7, 5] 31 [2, 4, 6, 1, 7, 5, 3] 56 [4, 6, 2, 7, 1, 5, 3] 81 [6, 7, 4, 2, 1, 3, 5]
7 [1, 2, 4, 6, 3, 5, 7] 32 [2, 4, 6, 7, 1, 3, 5] 57 [4, 6, 2, 7, 5, 1, 3] 82 [6, 7, 4, 2, 1, 5, 3]
8 [1, 2, 4, 6, 3, 7, 5] 33 [2, 4, 6, 7, 1, 5, 3] 58 [4, 6, 2, 7, 5, 3, 1] 83 [6, 7, 4, 2, 5, 1, 3]
9 [1, 2, 4, 6, 7, 3, 5] 34 [2, 4, 6, 7, 5, 1, 3] 59 [4, 6, 7, 2, 1, 3, 5] 84 [6, 7, 4, 2, 5, 3, 1]

10 [1, 2, 4, 6, 7, 5, 3] 35 [2, 4, 6, 7, 5, 3, 1] 60 [4, 6, 7, 2, 1, 5, 3] 85 [6, 7, 4, 5, 2, 1, 3]
11 [2, 1, 3, 4, 5, 6, 7] 36 [4, 2, 1, 3, 5, 6, 7] 61 [4, 6, 7, 2, 5, 1, 3] 86 [6, 7, 4, 5, 2, 3, 1]
12 [2, 1, 3, 4, 6, 5, 7] 37 [4, 2, 1, 3, 6, 5, 7] 62 [4, 6, 7, 2, 5, 3, 1] 87 [6, 7, 4, 5, 3, 2, 1]
13 [2, 1, 3, 4, 6, 7, 5] 38 [4, 2, 1, 3, 6, 7, 5] 63 [4, 6, 7, 5, 2, 1, 3] 88 [6, 7, 5, 4, 2, 1, 3]
14 [2, 1, 4, 3, 5, 6, 7] 39 [4, 2, 1, 6, 3, 5, 7] 64 [4, 6, 7, 5, 2, 3, 1] 89 [6, 7, 5, 4, 2, 3, 1]
15 [2, 1, 4, 3, 6, 5, 7] 40 [4, 2, 1, 6, 3, 7, 5] 65 [4, 6, 7, 5, 3, 2, 1] 90 [6, 7, 5, 4, 3, 2, 1]
16 [2, 1, 4, 3, 6, 7, 5] 41 [4, 2, 1, 6, 7, 3, 5] 66 [6, 4, 2, 1, 3, 5, 7] 91 [7, 6, 4, 2, 1, 3, 5]
17 [2, 1, 4, 6, 3, 5, 7] 42 [4, 2, 1, 6, 7, 5, 3] 67 [6, 4, 2, 1, 3, 7, 5] 92 [7, 6, 4, 2, 1, 5, 3]
18 [2, 1, 4, 6, 3, 7, 5] 43 [4, 2, 6, 1, 3, 5, 7] 68 [6, 4, 2, 1, 7, 3, 5] 93 [7, 6, 4, 2, 5, 1, 3]
19 [2, 1, 4, 6, 7, 3, 5] 44 [4, 2, 6, 1, 3, 7, 5] 69 [6, 4, 2, 1, 7, 5, 3] 94 [7, 6, 4, 2, 5, 3, 1]
20 [2, 1, 4, 6, 7, 5, 3] 45 [4, 2, 6, 1, 7, 3, 5] 70 [6, 4, 2, 7, 1, 3, 5] 95 [7, 6, 4, 5, 2, 1, 3]
21 [2, 4, 1, 3, 5, 6, 7] 46 [4, 2, 6, 1, 7, 5, 3] 71 [6, 4, 2, 7, 1, 5, 3] 96 [7, 6, 4, 5, 2, 3, 1]
22 [2, 4, 1, 3, 6, 5, 7] 47 [4, 2, 6, 7, 1, 3, 5] 72 [6, 4, 2, 7, 5, 1, 3] 97 [7, 6, 4, 5, 3, 2, 1]
23 [2, 4, 1, 3, 6, 7, 5] 48 [4, 2, 6, 7, 1, 5, 3] 73 [6, 4, 2, 7, 5, 3, 1] 98 [7, 6, 5, 4, 2, 1, 3]
24 [2, 4, 1, 6, 3, 5, 7] 49 [4, 2, 6, 7, 5, 1, 3] 74 [6, 4, 7, 2, 1, 3, 5] 99 [7, 6, 5, 4, 2, 3, 1]
25 [2, 4, 1, 6, 3, 7, 5] 50 [4, 2, 6, 7, 5, 3, 1] 75 [6, 4, 7, 2, 1, 5, 3] 100 [7, 6, 5, 4, 3, 2, 1]

図9　PROLOGで生成した7代替案のときの非循環的な領域（線形順序の価値制限領域）の一つ
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近似式が改良されるにつれ，その意義は薄らいでいく（例

えば [佐伯 80; Gaertner 02]を参照）．一方，社会選択理論

家による定理は計算的でないまま残されていた．例えば

4 節で述べた価値表現は，高々不可能性が覆るための条

件にすぎず，具体的にどのようなルールがいくつあるの

かを明らかにするものでない（投票背理の確率計算では

それゆえ別の指標が用いられている）．また，エージェン

トシステムと合理的選択の交流は，不確実性下の意思決

定の側面[Parsons 02]で先行し，社会的選択の抽象的かつ

決定論的モデリングは，エージェントの結託形成や集合

的推論の観点から，最近になって研究成果が報告され始

めている．エージェントアプローチ[Axelrod 06, Epstein 

05]では AI手法の社会科学的応用を開拓し，それを通じ

て，AI（認知科学）や経済学（意思決定科学）などの諸

分野の境界を越えた新理論・新手法の開発が期待される．

本論文は公理的アプローチとエージェントアプローチの

両立可能性を示しており，またそれぞれ前者に対する計

算化･可視化と後者に対する厳密な基礎付けを提供する

という点で両分野に貢献しうる．もちろんその評価は今

後の発展次第と思われる．最後に，自由，権利，公平な

どの制度設計をめぐる応用では，選好集計のモデリング

はより一般化されることになるが，今後の研究の目標と

したい． 
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